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1. Rijesite nejednacinu

log, (x/xQ — 4z + 3) > logy /2 ( 2 > +1

Va2 —drx+ Ve +1+1

Rjesenje: Primijetimo da je oblast definisanosti izraza odredena sa:
22 —4x>0ix+1>0,tj. 2 €[-1,0]U[4, +oo). Koriste¢i poznata svojstva funkcije log, za
x iz oblasti definisanosti imamo
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= logy(Va? — 4z +3) > logy(Va? — 4z + Vo +1+1)
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Dakle, z € [-1,0]. O

2. Odrediti sve uredene trojke (a,b,n) prirodnih brojeva koje zadovoljavaju jednakost

al + b = 2™



RjeSenje: Neka je a < b. Primijetimo da za a > 3, slijedi da je a! 4 b! djeljivo sa 3 sto nije

!
2”:b!<b'+1>,
al

odakle slijedi da je (b = a) ili (b = a + 1, b neparan), jer u suprotnom izraz u zagradi je

moguce. Dalje,

neparan broj, sto nije moguce. Dakle, moguéi su sljedeéi slucajevi:

iJa=b=1

Slijedi 2™ = 2, odnosno n = 1. Dakle, (a,b,n) = (1,1,1) je rjesenje.
i) a=b=2

Slijedi 2™ = 4, odnosno n = 2. Dakle, (a,b,n) = (2,2, 2) je rjesenje.
i) a=2 b=3

Slijedi 2" = 2 + 6 = 8, odnosno n = 3. Dakle, (a,b,n) = (2,3, 3) je rjesenje. U slucaju a > b
dobili bismo da je (a,b,n) = (3,2, 3) rjesenje.
Time smo odredili sva rjesenja jednacine: (a,b,n) € {(1,1,1),(2,2,2),(2,3,3),(3,2,3)}. O

. U ravni je data mreza tacaka sa koordinatama (z;,y;), ,7 € {1,2,...,2023} takva da
vazi: ako z-koordinatu svake tacke zamijenimo zbirom z-koordinata preostalih tacaka i y-
koordinatu svake tacke zamijenimo zbirom y-koordinata preostalih tacaka, dobijemo istu

mrezu tacaka.
(a) Dati primjer skupa tacaka koji zadovoljava uslove zadatka.

(b) Dokazati da postoji bar jedna tacka ¢ija je jedna z-koordinata nula i bar jedna tacka cija
je y-koordinata nula (za svaku mrezu koja zadovoljava uslove zadatka, ne samo za slu¢aj pod
(a)!).

Rjesenje:

(a) Neka je S = {-1011,-1010,...,—1,0,1,...,1010,1011} i neka su « i y-koordinate nasih
tacaka brojevi iz skupa S. Svaka z-koordinata x; neke tacke iz mreze se zamjenjuje sa zbirom
svih ostalih xz-koordinata xx, k # ¢, odnosno sa zbirom svih z-koordinata umanjenim za x;.
Kako je o¢igledno zbir svih z-koordinata u slu¢aju datog skupa jednak nula, to se z-koordinata
x; fiksirane tacke zamjenjuje sa —x;. Analogno i za y-koordinate. Dakle, tacka (z;,y;) se

zamjenjuje tackom (—x;, —y;), pa mreza S x S je primjer mreze koja zadovoljava navedeni

uslov.
2023
(b) Tacke sa z-koordinatom z; se zamjenjuju tackom sa z-koordinatom ) z; — x;. Kako
i=1
2023 2023 2023 ’
mreza ostaje ista, to je > x; = 2022 )’ xj, odnosno ) x; = 0. Dakle, tacka sa = ko-
j=1 j=1 j=1

ordinatom x; se zamjenjuje tackom sa x koordinatom —z;. Bez gubljenja opstosti, neka



je
1 < a9 <L <2022 < 2023

Kako mreza nakon navedenog postupka ostaje ista to je

T1 = —x2023,

To = —T2022,
to jeste xp = —Xop24—k. Specijalno x1p912 = —x1012, odnosno x1912 = 0. Analogno za y-
koordinate. [l

. Neka je tacka I centar upisane kruznice trougla ABC'. Neka je k kruznica koja sadrzi tacke
Bil,i Al je njena tangenta. Kruznica k sijece AB jos u tacki P i sijece BC jo§ u tacki Q.
Prava QI sije¢e AC u tacki R. Dokazati da je |[AR| - |BQ| = |PI|*.

Rjesenje:




Vazi sljededi niz jednakosti uglova:

LAIP = /IBP (ugao izmedu tangente i tetive je jednak periferijskom uglu nad tetivom)
= /IBQ (BI je bisektrisa ugla ZABC)
= ZIPQ (kao periferijski uglovi nad tetivom IQ).
(1)
pa je Al || PQ. To dalje povlaci
/IAB = /BPQ
= /BIQ (kao periferijski uglovi nad tetivom BQ).

Kako je ZAIP = ZIBQ i ZIAP = /BIQ, to su trouglovi AIP i I1BQ sli¢ni pa vazi

QI |AP]
1BQ| ~ 71" @)

Neka je A" = p(A,I)Np(B,C). Tada

/RIA = /QIA" (kao unakrsni uglovi)
= /IPQ (ugao izmedu tangente i tetive je jednak periferijskom uglu nad tetivom)

= /AIP (na osnovu 1).

Kako je AI bisektrisa ZBAC to jei Z/PAI = ZRAI, pa iz USU stava slijedi da je NAIP =
ANAIR, §to povlaci
|AR| = |AP]. (3)

Takode vazi |QI| = |PI|, jer je BI bisektrisa ugla PBQ. Uvrstavaju¢i dobijeno u (2) kona¢no

dobijamo
|PI|  |AR|

1BQ| — |PI|

odakle slijedi trazena relacija. U



